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不易求得, 或者求得的基本解非常复杂, 不便用于计算. 我们在研究粘弹性薄板动力响应问题










本文将以一般椭圆问题为背景, 用Laplace 方程 Dirichlet 问题为例,给出了近似基本解的
第 36 卷第 1 期
2000 年 2 月
兰 州 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 )
Journal o f Lanzhou U niver sity ( Natural Sciences)




考虑如下二维 Laplace方程 Dirichlet 边值问题
( 1)内问题
$u( p ) = 0,　　 p ∈ 8 ,
uû# = u0 ( Q) , 　　Q ∈ # .
( 1)
( 2)外问题
$u( p ) = 0, 　　 p ∈ 8′= R\ 8 ,
uû# = u0 ( Q) , 　　 Q∈ # .
( 2)
设 # 是平面上的光滑闭曲线,假定u 在无穷远处有如下的性态
u( p ) = O ( ûp û- 1) ,　ûý u( p ) û= O ( ûp û- 2) . ( 3)
由文[ 4] ,若已知函数 u0 ( P ) ∈H
1/ 2
( # ) , P ∈ # , 则通过解如下边界变分问题
求 R∈ H - 1/ 2 ( # ) ,使其满足
b( R, R′) = 〈u0 , R′〉, 　P R′∈ H - 1/ 2( # ) ,
b( R, R′) =∫#∫# R( P) R′( Q ) u* ( P , Q) dSPdS Q,
〈u0, R′〉# =∫#u0 ( P) R′( P ) dS P,
u
* ( p , q ) = -
1
2Plnr ,　r = ûp - qû,　p = ( x , y ) , q = (N, G) .
( 4)
求出虚拟密度函数 R( P) ,代入下面的积分表达式
u( q) =∫# R( P ) u
*
( P , q) dS P, 　q ∈ 8 ∪ 8′ ( 5)
便得到平面上任意点处的解.
为得到( 4) 的数值解, 下面将介绍一种不同于一般边界元的“具近似基本解的边界元方
法”—— 近似边界元方法( ABEM ) .
设 u* ( p , q ) = u*k ( p , q) + R k( p , q) ,其中u*k ( p , q) 是近似基本解, R k( p , q) 是近似基本解
的余项.要求它们满足
‖u*k ‖0, # ≤ M ,　ûR k( p , q) û≤ r k. ( 6)
其中 r k 是只与 k 有关的常数,且当 k →∞时, r k → 0;M 为常数.
对边界# 进行剖分, 在# 上选取N E个分点, 将相邻分点以曲线段 # he连接起来,得曲线多
边形 # h , # h = 6
NE
e= 1
# he, he = û# heû, h = max
1≤e≤NE
he,并要求 # h∈ J h , J h是拟一致剖分族,即对所有
划分# h∈ J h ,存在某个正常数 r , 0 < r < 1, 使得( maxh e/ minhe) ∈ [ r , r- 1 ] .现在用 # h去逼近
# . 记V h < H - 1/ 2( # h ) 是分段m(m≥1) 次多项式函数构成的连续边界元空间,则变分方程( 4)
的近似问题为
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求 R( k)h ∈ V h, 使其满足
bk( R( k)h , R′) = 〈u0h , R′〉#
h
,　P R′∈ V h ,









u0 ( P ) R′( P) dSP .
( 7)
u0h 是已知函数u0在 # h上的近似, bk 是定义在 V h× V h上的双线性形式. 若由( 7) 可惟一解出
R( k)h ∈ V h ,再由近似积分方程
u
( k)
h ( q) =∫#
h
R( k)h ( P) u*k ( P, q ) dSP ,　q∈ 8 ∪ 8′ ( 8)
便得到近似解 u ( k)h ( q ) .
各种具体问题的近似基本解的确定是多种多样的,如文[ 3, 5] 中采用正交多项式形式的
近似基本解, 文[ 2] 中用相近问题的基本解去代替原问题的基本解等.本文设区域 8 = [ - P,
P] × [ - P, P] ,取近似基本解为双三角级数形式
u
*
( p , q ) = 6
∞
m , n= 0
( a
( 1)
mn ( N, G) cosmxcosny + a ( 2)mn (N, G) cosmy sinny
+ a( 3)mn (N, G) sinmxcosny + a ( 4)mn (N, G) sinmx sinny ) .
式中 p = ( x , y ) , q = ( N, G) ∈ R 2.
利用三角函数系的正交性, 容易计算出 a ( i)mn , i = 1, 2, 3, 4的值,经过整理得
u


























































这里C0是惟一无法待定的常数. 但由于性质( 3) 等价于∫#R( P ) dSP = 0 [ 4] , 故∫# R( P ) u*k dSP =
∫# R( P ) ( u*k - C0 ) dS P, 因此不失一般性可取C0 = 0(见( 5) ) .
经过简单计算





k ‖0, # ≤ 4û# û, rk = 1
k
, r k →0当 k→∞时, 即双三角级数形式的近似基本解满足条件
( 6) .若采用其它形式的近似基本解, 须仔细核验条件( 6) .
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2　近似变分方程解的存在惟一性及解估计
为简单起见, 以下总假设 # 是凸多边形.这样总可找到剖分 # h∈ J h ,使得 # h = # .
引理1[ 4]　设# 是凸多边形, V h是分段m次多项式的连续边界元空间, V h < H - 1/ 2 ( # ) ,则
对所有 U∈ V h, 成立估计式
‖U‖s ≤ Ch t- s‖U‖ t. ( 12)
这里 t ≤ s≤ m + 1/ 2.
引理 2
[ 6]
　条件同引理 1,另设 t 0≤ s≤m + 1, t 0 < m + 1/ 2,那么对任意u∈H
s
( # ) ,存
在一个函数 U∈ V h, 满足
‖u - U‖t, # ≤ Chs - t‖u‖s, # , P t≤ t0 . ( 13)
这里C 只与 t 有关.
定理 3　对给定的剖分网格宽度 h,截断数 k 只要足够大, 变分方程( 7) 在边界元空间 V h
中有惟一解.
证明　利用引理 1及 b( R′, R′) 是 H - 1/ 2( # ) -强制的[ 4] ,容易证明 bk( R, R″) 具 V h-强制且
bk ( R′, R″) 在 V h × V h上有界.故由 Lax-Milg ram 定理知近似变分方程( 7) 在 V h中有惟一解.
定理4　设 # , V h如前定义, R∈H m+ 1( # ) 并且是( 4) 的解, R( k)h ∈V h是( 7) 的解, k是给定
的足够大的正整数, u*k , R k 满足( 6) 式, 则有如下解估计
‖R - R( k)h ‖- 1/ 2, # ≤ a1hm+ 3/ 2‖R‖m+ 1, # + a2rkh- 1‖R‖- 1/ 2, # . ( 14)
其中a1, a2是常数.
证明
b( R( k)h - R′, R( k)h - R′) = bk( R(k)h , R( k)h - R′) + dk ( R( k)h , R( k)h - R′)　　　　　　　
　 - b( R′, R( k)h - R′) + b( R, R(k)h - R′) - b( R, R( k)h - R′)
= b( R - R′, R( k)h - R′) + dk( R( k)h , R( k)h - R′) ,P R′∈ V h.
这里d k( R′, R′) =∫#∫# R′( P ) R′( Q) R k( P , Q ) dSPdS Q.
dk( R( k)h , R( k)h - R′) ≤∫#∫# ûR
( k)
h ( P ) ûõûR( k)h ( Q ) - R′( Q ) ûõûR k( P , Q) ûdS PdS Q
≤ (∫# ûR
( k)
h ( P ) ûdSP ) õ (∫#ûR
( k)
h ( Q ) - R′( Q ) ûdS Q ) õ r k
≤ Crk‖R( k)h ‖0, # õ‖R( k)h - R′‖0, #
≤ Crkh- 1‖R( k)h ‖- 1/ 2, # õ‖R( k)h - R′‖- 1/ 2, # .
最后的不等式用到了引理 1,由 b( õ, õ) 的强制性及有界性, 结合上面两式得
A‖R( k)h - R′‖2- 1/ 2, # ≤ C1‖R - R′‖- 1/ 2, # õ‖R( k)h - R′‖- 1/ 2, #
　 + Crkh
- 1
‖R( k)h ‖- 1/ 2, # õ‖R( k)h - R′‖- 1/ 2, # .
进而
‖R( k)h - R′‖- 1/ 2, # ≤ C1‖R- R′‖- 1/ 2, # + Cr kh- 1‖R( k)h ‖- 1/ 2, # , P R′∈ V h .
由于
‖R - R( k)h ‖- 1/ 2, # ≤‖R - R′‖- 1/ 2, # + ‖R′- R( k)h ‖- 1/ 2, # , P R′∈ V h,
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因此
‖R - R( k)h ‖- 1/ 2, # ≤ C1′inf
R′∈V
h
‖R - R′‖- 1/ 2, # + Cr kh- 1‖R(k)h ‖- 1/ 2, # .




‖R- R′‖- 1/ 2, # ≤‖R- U‖- 1/ 2, # ≤ Chm+ 3/ 2‖R‖m+ 1, # .
又
‖R(k)h ‖- 1/ 2, # ≤‖R‖- 1/ 2, # + ‖R - R( k)h ‖- 1/ 2 , # ,
得到
( 1 - Crkh- 1 )‖R - R( k)h ‖- 1/ 2, # ≤ C1′hm+ 3/ 2‖R‖m+ 1, # + Crkh- 1‖R‖- 1/ 2, # .
注意到对给定的网格宽度 h
1 - Cr kh- 1 → 1, 当 k →+ ∞.
因此 k 足够大时, 有 1 - Cr kh- 1 > 1/ 2,从而得到
‖R - R( k)h ‖- 1/ 2, # ≤ a1hm+ 3/ 2‖R‖m+ 1, # + a2rkh- 1‖R‖- 1/ 2, # .
3　近似解估计
定理5　假设同定理4,设 u( q ) , u
( k)
h ( q) 分别是积分方程( 5) 和( 8) 的解,则有如下解的误
差估计
‖u - u ( k)h ‖0, 8 ≤ C1hm‖R‖m+ 1, # + C2r kh- 3/ 2( 1 + r kh- 1)‖R‖- 1/ 2, # + C3r k‖R‖0, # .
( 15)
其中C1 , C2, C3为常数.
证明
ûu - u( k)h û= û∫# R( P) u* ( P, q ) dS P -∫#R( k)h ( P ) u*k ( P , q) dS Pû　　　　　　　　　
≤∫#ûR( P ) - R
( k)
h ( P ) ûõûu*k ( P , q) ûdSP +∫#ûR( P) ûõûR k( P , q) ûdSP
≤‖R - R(k)h ‖0, # õ‖u*k ‖0, # + C3r k‖R‖0, # .
由引理 1
‖R - R( k)h ‖≤ C1‖R - R′‖0, # + ‖R′- R( k)h ‖0, #
≤‖R - R′‖0, # + C1h- 1/ 2‖R( k)h - R′‖- 1/ 2, # .
将定理 4中
‖R( k)h - R′‖- 1/ 2, # ≤ C1‖R- R′‖- 1/ 2, # + Cr kh- 1‖R( k)h ‖- 1/ 2, # ,
‖R( k)h ‖- 1/ 2, # ≤‖R‖- 1/ 2, # + ‖R- R( k)h ‖- 1/ 2, #
代入上式,得
‖R - R( k)h ‖0, # ≤ inf
R′∈V
h
‖R - R′‖0, # + C1h- 1/ 2 inf
R′∈V
h
‖R- R′‖- 1/ 2, #
　 + Cr kh
- 3/ 2





‖R- R′‖0, # ≤Chm+ 1‖R‖m+ 1, # , inf
R′∈V
h
‖R - R′‖- 1/ 2, # ≤ Chm+ 3/ 2‖R‖m+ 1, # *
及定理 3, 得
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‖R - R( k)h ‖0, # ≤ C1hm‖R‖m+ 1, # + C2rkh- 3/ 2 ( 1 + rkh- 1 )‖R‖- 1/ 2, # .
由此
ûu - u ( k)h û≤ C1hm‖R‖m+ 1, # + C2rkh- 3/ 2 ( 1 + rkh- 1 )‖R‖- 1/ 2, # + C3rk‖R‖0, # ,
进而得到定理结论.
由定理 4, 5可以看出, 为了保证解的收敛性, rk 和 h 应保持某种匹配关系.由( 15) 可知当
rkh
- 1≤ hm+ 3/ 2 ,即 rk ≤ hm+ 5/ 2时, R( k)h 的收敛速度为 O( hm+ 3/ 2 ) , 而由( 16) 式可知当 r k ≤ hm+ 3/ 2
时, u( k)h 的收敛速度为O ( hm) .因而有如下定理
定理 6　假设同定理 4, 5,且 R( k)h 为( 7) 的惟一解, u( k)h 为( 8) 的解,如果
rk ≤ hm+ 5/ 2, ( 16)
那么 R( k)h 的收敛速度为 O( hm+ 3/ 2 ) , u ( k)h 的收敛速度为 O( hm) .如果采用双三角级数形式的近似
基本解,则( 16) 等价于如下 k 和 h的匹配关系
k ≥ h
- ( m+ 5/ 2)
. ( 17)
4　算例和结语
考虑如下内半径和外半径分别为 r 1 = 0. 5, r 2 = 1的原点为圆心的同心圆区域上的边值问
题
$u = 0, in 8 ,
u( r) ûr= 1 = 1, u( r ) ûr= 0. 5 = 1.
( 18)
计算时,取内边界和外边界的边界单元数分别为 10, 16,截断数 k 为 11. 采用常单元.不同内点
处的解如附表所示.按照误差估计可知截断数 k 和最大网格宽度 h应该满足匹配关系( 17) .这









Table　Value at diff erent points
内点 计算值 解析解
( 0. 6, 0) 6. 374 675 32 6. 315 172
( 0. 7, 0) 7. 477 568 01 7. 427 134
( 0. 8, 0) 8. 432 501 65 8. 390 359
( 0. 9, 0) 9. 273 351 84 9. 239 984
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Abstract: By using Dirichlet boundary value pr oblem w as presented as an example, a suit o f
reference f rames of the Laplace equation to establish the approx imat ion boundary element
method and error est imat ion fo r the boundary value problem of the usual ell ipt ic equat ion.
The determ inat ion of the appr oximat ion fundamental solut ion is given along with the theo-
rem of the existence and uniqueness fo r the so lut ion of the discreted variational equat ion w ith
the appro ximat ion fundamental solut ion, and the err or est imat ion of the approx imat ion solu-
tion. T he matching relat ion of the mesh size and the t runcated number in the approx imation
fundamental so lut ion is g iv en. Finally, the numerical ex ample is presented.
Key words : approx imat ion fundamental solut ion; boundary element method; approx imation
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